Mathematical models in a problem of epidemic by Vidal Meló, Anna et al.
M
o
de
lli
ng
in
S
ci
en
ce
E
du
ca
ti
on
an
d
L
ea
rn
in
g
ht
tp
:/
/p
ol
ip
ap
er
s.
up
v.
es
/i
nd
ex
.p
hp
/M
S
E
L
MSEL
M
o
d
e
l
l
i
n
g in Science Education and Learning
Modelling in Science Education and Learning
Volume 9(2), 2016 doi: 10.4995/msel.2016.4426.
Instituto Universitario de Matema´tica Pura y Aplicada
Universitat Polite`cnica de Vale`ncia
Modelos matema´ticos en un problema de
epidemias
Mathematical models in a problem of
epidemic
Anna Vidal, Francisco Jose´ Boigues,Vicente D. Estruch
Universitat Polite`cnica de Vale`ncia (Campus de Gandia)
avidal@mat.upv.es, fraboipl@mat.upv.es, vdestruc@mat.upv.es
Abstract
La introduccio´n de conceptos matema´ticos a trave´s del desarrollo y estudio de modelos ha sido tratado
en numerosos trabajos. La introduccio´n de los modelos suele hacerse ba´sicamente desde el discurso del
professor y el trabajo del alumno suele reducirse a la experimentacio´n con el modelo dado. La aproxi-
macio´n a un problema mediante modelos IBM (Individual Based Model) resulta ma´s comprensible para
el alumno, permite justificar y complementar otras aproximaciones a la solucio´n (modelos diferenciales
continuos y/o modelos discretos). En este trabajo se presenta una experiencia docente basada en afrontar
un mismo problema mediante enfoques complementarios en base a modelos continuos, discretos e IBM.
Finalmente se presenta una propuesta metodolo´gica para ponerla en pra´ctica utilizando el Aprendizaje
Cooperativo y el Problem/Project Based Learning.
The introduction of mathematical concepts through the development and the study of models have been
addressed in several studies. The introduction of these models is usually done from the professor?s speech
and the student work is normally reduced to the experimentation with the given model. The IBM (Indi-
vidual Based Model) approach to a problem is more understandable for the student, provides justification
and can complement other approaches to the solution (differential-continuous and/or discrete models). In
this paper a teaching experience is presented, which tackles the same problem by means of complementary
approaches on a continuous, discrete and IBM models basis. Finally, a methodological proposal is put
forward in order to implement it using the Cooperative Learning and Problem/Project Based Learning.
Keywords: Active methodologies, mathematical modeling, IBM
Palabras clave: Metodolog´ıas Activas, Modelizacio´n Matema´tica, IBM
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A. Vidal, F. J. Boigues, V. D. Estruch
1 Introduccio´n
La formacio´n global del ingeniero exige una formacio´n espec´ıfica de calidad en matema´ticas,
orientada fundamentalmente hacia las aplicaciones, es decir, hacia los modelos matema´ticos. En
primer curso de Grado la introduccio´n de modelos suele hacerse ba´sicamente desde el discurso
del profesor puesto que es dif´ıcil que un alumno sea capaz de construirlos mediante ecuaciones
diferenciales o en diferencias. En este nivel, el trabajo del alumno suele reducirse a la ex-
perimentacio´n con un modelo dado. Sin embargo la aproximacio´n a un problema mediante
modelos IBM (Individual Based Model)( Grimm et al., 2005), que explican un sistema a partir
del comportamiento de cada uno de los elementos, o de partes simples, que lo forman, resulta
ma´s accesible para el alumno.
Una encuesta, exploratoria, pasada a 169 alumnos (74 de 1o del Grado en Ingenier´ıa Qu´ımica
(GIQ); 48 de 1er curso del Grado en Ciencias Ambientales (CCAA); 39 de primer curso del
Grado en Ingenier´ıa de Sistemas de Telecomunicacio´n, Sonido e Imagen (GISTSI), y 8 alumnos
del 2 curso de este mismo grado, revelo´ un alto nivel de acuerdo en que la motivacio´n por las
matema´ticas esta´ relacionada con conocer las aplicaciones de las mismas que se estudian en
la asignatura (un 67% de las respuestas indican acuerdo o acuerdo total). Adema´s, un 60%
de los alumnos encuestados ha resuelto con cierta frecuencia, en asignaturas de matema´ticas,
problemas reales y, de e´stos, a un 75% les han resultado interesantes o muy interesantes estos
problemas. Sin embargo, un 74% del alumnado participante nunca ha o´ıdo hablar de la mode-
lizacio´n matema´tica, y so´lo un 18% define dicho concepto con ma´s o menos acierto. Como
conclusio´n general se observa la conveniencia de tratar en clase problemas reales, para influir
positivamente en la motivacio´n del alumno frente a las matema´ticas y, como consecuencia, la
necesidad de introducir la modelizacio´n matema´tica desde el primer curso para los grados en
ingenier´ıa y ciencias.
En este trabajo se presenta el recorrido de aprendizaje seguido en una experiencia docente
puesta en marcha, durante el curso 2014-2015, en las titulaciones anteriormente citadas. La
experiencia se basa en afrontar un mismo problema mediante formas alternativas o complemen-
tarias de modelizar: modelos continuos, discretos e IBM. La experiencia se ha desarrollado en
pra´cticas de laboratorio informa´tico, en las asignaturas de matema´ticas correspondientes. Final-
mente se propone un disen˜o metodolo´gico para desarrollar la experiencia en el aula mediante
aprendizaje cooperativo a trave´s de un Problem/Project Based Learning (PBL) (Markham,
2003), (Woods, 1994), utilizando el puzzle de Aronson (Aronson et al., 1997), (Vidal, Roig,
Estruch, Fuster, Boigues, del Rey & Alba, 2012).
2 Modelos matema´ticos
La introduccio´n de conceptos matema´ticos a trave´s del desarrollo y estudio de modelos ha
sido tratada en muchos trabajos (Boigues, Estruch, Roig & Vidal, 2011), (Zill, 2009) y es
objeto de discusio´n en Jornadas y Congresos, principalmente en aquellos orientados al campo
de la innovacio´n docente. Trabajar con modelos va ı´ntimamente asociado a realizar ensayos
con los mismos, lo que viene en llamarse simulacio´n. De acuerdo con Shannon (Shannon &
Johannes, 1976), la simulacio´n es el proceso de disen˜ar un modelo de un sistema real y llevar a
te´rmino experiencias con e´l, para comprender el comportamiento del sistema o evaluar nuevas
estrategias, y a los resultados nume´ricos concretos se les denomina realizaciones de la simulacio´n.
Un modelo matema´tico es una descripcio´n, en lenguaje matema´tico, de una realidad existente
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en un universo no necesariamente matema´tico. Un modelo es dina´mico si el tiempo es una de
las variables independientes del sistema de estudio (en algunos casos la u´nica). Es discreto so´lo
s´ı las variables dependientes forman conjuntos discretos (de cardinal finito o numerable) y es
continuo si e´stas variables pueden tomar los valores en intervalos de la recta real. Por u´ltimo,
el modelo es determinista si no cabe ningu´n tipo de aleatoriedad o dependencia del azar en el
mismo, mientras que sera´ estoca´stico o probabil´ıstico si el azar interviene en el modelo.
Un modelo basado en agentes (agent-based model o ABM) es un modelo computacional orien-
tado a simular las acciones e interacciones de agentes auto´nomos (sean entidades individuales
o colectivas) con el fin de evaluar los efectos sobre el sistema en su conjunto. En ecolog´ıa, a los
ABM se les llama modelos basados en el individuo (individual-based model o IBM), (Grimm et
al., 2005). Los IBM son modelos en los que los individuos, o partes parciales que componen el
sistema, son tratados de forma auto´noma y, desde esta perspectiva, se obtienen los resultados
globales, por agregacio´n. Esta forma de modelizar se centra en caracterizar el comportamiento
del individuo, o de las partes, mediante reglas que permiten representar la interaccio´n entre in-
dividuos y la de individuos con el entorno (Railsback, 2001). Los IBM son, en general, sencillos
de plantear y de entender, y no requieren teor´ıas matema´ticas avanzadas (Ginovart , Blanco,
Portell & Ferrer-Closas, 2012), resultando muy adecuados, sobre todo, para la modelizacio´n
matema´tica en tiempo discreto.
3 Objetivos
Entendemos por recorrido de aprendizaje un proceso del cual forman parte los conceptos a
aprender y las competencias a adquirir, y que es seguido en primer te´rmino por los alumnos
con la gu´ıa del profesor. Para el aprendizaje de un concepto matema´tico concreto pueden
seguirse distintos recorridos. En el trabajo presentado se propone un recorrido de aprendizaje
para introducir al alumnado de un primer curso de Grado en la modelizacio´n matema´tica.
Partiendo de un problema epidemiolo´gico simple, el de la expansio´n de una plaga o enfermedad,
se aborda la modelizacio´n matema´tica del problema mediante modelos continuos, descritos con
sistemas de ecuaciones diferenciales, modelo discretos, representados por sistemas de ecuaciones
en diferencias y, por u´ltimo, mediante una aproximacio´n IBM. El objetivo principal es que
el alumno adquiera competencias ba´sicas sobre modelizacio´n matema´tica y que refuerce los
elementos matema´ticos aprendidos.
4 Descripcio´n del problema
La aplicacio´n de las matema´ticas a la epidemiolog´ıa se puede situar en 1760, cuando D. Bernoulli
publica un pequen˜o tratado sobre la epidemia de peste europea, aunque es en 1927, (Kermack
& McKendrick, 1927), al describir una epidemia de peste en la India, cuando aparece la mode-
lizacio´n de epidemias con un enfoque matema´tico moderno:
dx
dt
= −kxy, dy
dt
= −kxy − ly, dx
dt
= ly, (1)
donde x, y, z denotan el nu´mero de individuos sanos, infectados y resistentes, respectivamente.
Esta formulacio´n, a trave´s de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, se basa en
modelos comportamentales, donde los individuos pueden pasar de ser susceptibles a infecciosos
y de ah´ı a resistentes (SIR), modelos que siguen perfecciona´ndose a d´ıa de hoy (Brauer et
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al., 2008). Existe numerosa literatura cient´ıfica sobre la modelizacio´n de las epidemias, donde
suelen considerarse epidemias que se transmiten por el contacto entre individuos, y se tiene
en cuanta la influencia del nu´mero de encuentros entre individuos sanos e infectados (kxy),
obtenie´ndose sistemas similares a la Ecuacio´n 1. Sistemas parecidos aparecen en el estudio de
los sistemas depredador-presa o de la evolucio´n del ca´ncer, donde se considera la evolucio´n de
las ce´lulas tumorales y ce´lulas inmunes (Chrobak & Herrero, 2011). Sin embargo la resolucio´n
de estos sistemas requiere conocimientos matema´ticos que no suelen abordarse en un primer
curso de Grado, por lo que no son, en general, adecuados para nuestro alumnado. Puesto
que nuestro objetivo es ofrecer diferentes aproximaciones a la modelizacio´n matema´tica de una
epidemia SIR en base a modelos que el alumnado pueda resolver utilizando los contenidos
de las asignaturas matema´ticas de primer curso, al plantear el problema, hemos considerado
un modelo ma´s simple (Amelkin, 1987), dejando para cursos ma´s avanzados los modelos no
lineales.
Se detecta una enfermedad o plaga que puede inmunizar contra la misma al individuo que
la ha sufrido. Se desea averiguar la evolucio´n de la enfermedad a lo largo de varios per´ıodos
(d´ıas, meses,...) partiendo inicialmente de un nu´mero concreto de individuos infectados y/o re-
sistentes. En la descripcio´n de las variables se tiene en cuenta que, en cada etapa t, la poblacio´n
se divide en tres grupos: los individuos sanos pero que son susceptibles a la enfermedad, S(t),
los individuos infectados, I(t), y el grupo formado por individuos sanos con inmunidad o re-
sistentes a la enfermedad, R(t). Se supone que, en cualquier instante t, S(t) + I(t) +R(t) = N ,
es decir, es un sistema cerrado (sin nacimientos ni muertes).
5 Modelizacio´n determinista y continua: ecuaciones diferenciales
Los modelos diferenciales representan un caso particular de la multitud de modelos matema´ticos
que pueden construirse al estudiar el mundo circundante (Amelkin, 1987). El ana´lisis por
compartimentos, (Nagle et al., 2005), da lugar a la ecuacio´n diferencial
x′(t) = razo´n de entrada− razo´n de salida,
que permite describir la evolucio´n de la cantidad de una sustancia en el compartimento en el
instante t, x(t), y que puede aplicarse en el estudio de la evolucio´n de una poblacio´n P (t), a
trave´s de Ecuacio´n 2 o Ley de Malthus para el crecimiento de poblaciones
P ′(t) = kP (t), P (0) = P0, (2)
siendo P0 la poblacio´n inicial. Si k > 0, la poblacio´n es creciente con el tiempo, y si k < 0 el
modelo tambie´n es u´til, por ejemplo, para estudiar la desintegracio´n de un elemento radiactivo.
Si se tienen varias especies que interactu´an y compiten, la evolucio´n de sus poblaciones se
describe mediante un sistema de ecuaciones diferenciales. Para el problema descrito, un modelo
que simplifica la situacio´n real (Amelkin, 1987), parte de las siguientes hipo´tesis:
◦ La velocidad o tasa de variacio´n de la poblacio´n de individuos susceptibles es proporcional
al nu´mero de los mismos, es decir, S ′(t) = −mS.
◦ Puesto que cada individuo susceptible puede infectarse, la tasa de variacio´n de la poblacio´n de
infectados es la diferencia en la unidad de tiempo, entre los que han enfermado y aquellos
que han pasado a resistentes o inmunes, I ′(t) = mS − cI.
◦ La tasa de variacio´n de los resistentes es igual a la disminucio´n de infectados, R′(t) = cI.
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Por lo tanto, el modelo matema´tico correspondiente viene dado por:
dS
dt
= −mS, dI
dt
= mS − cI, dR
dt
= cI, (3)
con m y c constantes positivas. La constante m es una medida de la rapidez de transmisio´n de
la enfermedad de una persona infectada a la poblacio´n susceptible. La c representa la razo´n
con la que sana la poblacio´n infectada hacie´ndose resistente o inmune a la enfermedad. El
sistema obtenido es un sistema lineal con coeficientes constantes, similar a los que se plantean
en el estudio de la desintegracio´n radiactiva, de la competencia entre especies, de problemas de
tanques, de mezclas o de redes ele´ctricas.
6 Modelizacio´n determinista y discreta: ecuaciones en diferencias
En contraste con las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en diferencias se adaptan bien
a situaciones donde ocurren cambios etapa a etapa y van asociadas a procesos iterativos.
Replanteamos el problema de la siguiente forma: Se sabe que perio´dicamente (diariamente,
semanalmente, mensualmente,. . . ) determinado porcentaje (M = 100m%) de los individuos
susceptibles a la enfermedad, la contraen quedando infectados, y otro porcentaje (C = 100c%)
de los infectados pasan a ser inmunes, es decir, resistentes, a la enfermedad. El tiempo t rep-
resenta el nu´mero de la etapa. Las relaciones entre variables de estado, al pasar de una etapa
a otra se representan en la Figura 1.
Figura 1 – Relaciones entre las variables de estado.
Tendremos en cuenta que:
◦ Los enfermos son capaces de contagiar a los sanos en una proporcio´n m, por lo tanto, en dos
instantes o etapas sucesivas:
S(t+ 1) = S(t)−MS(t)
100
= S(t)−mS(t) = (1−m)S(t). (4)
◦ El nu´mero de infectados en el periodo (t+1), es igual a los que hab´ıa en el instante t ma´s los
nuevos infectados, menos los que se han curado:
I(t+ 1) = I(t) +M
S(t)
100
− C I(t)
100
= I(t) +mS(t)− cI(t) = mS(t) + (1− c)I(t). (5)
◦ Los nuevos resistentes son los que hab´ıa ma´s los curados entre los infectados:
R(t+ 1) = R(t) + C
T (t)
100
= cI(t) +R(t). (6)
@MSEL ISSN 1988-3145
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En resumen, se tiene el sistema de ecuaciones en diferencias:
S(t+ 1) = (1−m)S(t), I(t+ 1) = mS(t) + (1− c)I(t), R(t+ 1) = cI(t) +R(t). (7)
Para la resolucio´n del sistema de ecuaciones en diferencias de l7, pueden utilizarse asistentes
matema´ticos, como por ejemplo Matlab c©. Los bucles for, posibilitan la repeticio´n de op-
eraciones de forma iterativa y as´ı, incorporando las tres ecuaciones en diferencias, se puede
determinar, etapa a etapa, el nu´mero de individuos en cada estado as´ı como la representacio´n
gra´fica de la evolucio´n de las poblaciones. Otra alternativa es la resolucio´n algebraico-matricial.
El sistema de ecuaciones en diferencias admite la formulacio´n matricial E(t+ 1) = TE(t), que
da lugar a la solucio´n:
E(t) = TE(t− 1) = T(TE(t− 2)) = T 2E(t+ 2) = · · · = T tE(0), (8)
siendo
E(t) =
S(t)I(t)
R(t)
 , T =
1−m 0 0m 1− c 0
0 c 1
 .
Esta nueva formulacio´n permite, conociendo el vector de estados inicial, E(0), calcular el vector
de estados en el instante t, E(t), so´lo calculando la potencia t-e´sima de la matriz T .
Aunque no se ha considerado en este trabajo, en este planteamiento puede profundizarse un
poco ma´s abordando el estudio de los valores propios de T (Boigues, Estruch, Roig & Vidal,
2011).
7 Sobre la discretizacio´n de un modelo continuo
La solucio´n y = y(t) del problema de valor inicial y′(t) = f(t, y), y(t1) = y1, t en el intervalo
[t1, b], puede aproximarse con tramos de rectas tangentes. Considerando un paso h = (b−t1)/n,
y partiendo del punto inicial (t1, y1) , las fo´rmulas recurrentes (me´todo de Euler)
ti+1 = ti + h, yi+1 = yi + f(ti, yi)h, i = 1, 2, . . . , n, (9)
proporcionan una sucesio´n de puntos, (ti, yi), i = 1, 2, . . . , n + 1 de la gra´fica de la curva que
aproxima a dicha solucio´n y = y(t) en todo el intervalo [t1, b] . Aplicando este me´todo, con paso
h = 1, a la ecuacio´n diferencial S ′(t) = −mS de la epidemia (con f(t, S) = −mS), se tiene
Si+1 = Si + f(ti, Si)h = Si +
(−mSi)1 = Si −mSi = (1−m)Si. (10)
Razonando ana´logamente en el caso de infectados y resistentes, finalmente se tiene el sistema
de ecuaciones en diferencias 11, que no es ma´s que el sistema en diferencias de la Ecuacio´n 7:
Si+1 = (1−m)Si, Ii+1 = mSi + (1− c)Si, Ri+1 = Ri + cIi. (11)
8 Modelizacio´n estoca´stica y discreta
A la hora de plantear a los alumnos un sistema determinista en tiempo discreto como el que
se ha descrito en 7, una cuestio´n que puede ser planteada, de forma natural, como elemento de
discusio´n en el aula es: ¿Co´mo podemos asegurar que exactamente un M% de los susceptibles
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(S) van a pasar a infectados (I) y que un C% de infectados pasara´n a ser resistentes (R)?. Una
forma de abordar constructivamente esta cuestio´n y transformarla en un objeto de aprendizaje
activo es explicar el feno´meno tomando como referencia a cada individuo, y trasladando el
modelo a la evolucio´n del mismo. Que un M% de sanos pasan a infectados significar´ıa que la
probabilidad de que un susceptible se infecte es de m = M/100 (tasa de infeccio´n). Por otra
parte que un C% de infectados pasen a ser resistentes en el siguiente periodo indicar´ıa que la
probabilidad de que un infectado pase a ser resistente es de c = C/100 (tasa de resistencia).
La evolucio´n, al pasar de una etapa a la siguiente, para un individuo cualquiera, se resume en
la Figura 2, donde los valores en cada flecha indican probabilidades.
Figura 2 – Proceso de cambio para un individuo de una etapa a la siguiente.
Esta descripcio´n, individuo a individuo, no lleva necesariamente a que, al pasar de una etapa
a otra, siempre, exactamente un M% de los sanos vayan a infectarse, o que un C% de los
infectados pasen a ser resistentes. De hecho en el caso de epidemias (Beaglehole et al., 2003) el
agente infeccioso puede ser trasmitido al ser humano de forma indirecta, mediante part´ıculas
ae´reas u otros veh´ıculos de infeccio´n, siendo por tanto la transmisio´n un proceso aleatorio.
Podemos replantear el problema objeto de estudio como un problema de transmisio´n de plagas
en una poblacio´n de a´rboles de una finca agr´ıcola o forestal, considerando una parcela rect-
angular de taman˜o F ×K, donde, en cada posicio´n (i, j) hay un a´rbol. La posible evolucio´n
cada tipo de a´rbol se describe generando valores aleatorios (me´todo de Montecarlo). Para cada
a´rbol, en cada etapa, fijada la condicio´n inicial del mismo, pueden darse diversas realizaciones.
La descripcio´n de la evolucio´n de todo el bosque vendra´ dada por la agregacio´n de los resultados
de las realizaciones obtenidas a´rbol a a´rbol. El resultado del modelo IBM y el que proporcionan
los modelos deterministas, se descubre al calcular los promedios de los resultados obtenidos me-
diante el me´todo de Montecarlo para cada grupo de a´rboles, considerando muchas realizaciones
(miles). Para la aplicacio´n del modelo IBM consideraremos las siguientes etapas:
◦ Inicio:
Los a´rboles esta´n distribuidos en un espacio rectangular de alto F y de ancho K, siendo
el total de la poblacio´n, N = F × K individuos. Se define una matriz a = (aij), i =
1, 2, . . . , F, j = 1, . . . , K, para describir el grupo al que pertenece el individuo que ocupa
una posicio´n arbitraria (i, j): a(i, j) = 1 si es resistente, a(i, j) = 2 si es susceptible y
a(i, j) = 3 si esta´ infectado. Los datos de entrada iniciales son: F (nu´mero de filas de la
matriz), K (nu´mero de columnas de la matriz), S, I, R (nu´mero inicial de susceptibles,
infectados y resistentes respectivamente), m (tasa de infeccio´n), c (tasa de resistencia) y
el nu´mero de etapas, Etapas.
◦ Procedimiento a seguir (a repetir) de una etapa a la siguiente:
Si en una etapa se tiene la matriz de individuos a =
(
aij
)
, i = 1, 2, . . . , F, j = 1, . . . , K,
en la siguiente pueden cambiar los elementos no resistentes: si en una etapa a(i, j) = 2
(susceptible), en la siguiente puede permanecer igual o cambiar a a(i, j) = 3 (infectado) y
@MSEL ISSN 1988-3145
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si en una etapa a(i, j) = 3 (infectado), en la siguiente o permanece igual o bien a(i, j) = 1
(resistente). En estos casos, se establecera´ si se produce o no el cambio mediante simulacio´n
probabil´ıstica, es decir generando valores aleatorios. Para ello puede utilizarse la orden
rand(’state’,sum(100*clock)) seguida del comando rand de Matlab c©. La primera
sentencia permite aleatorizar el punto de partida en la serie de valores pseudo-aleatorios
de Matlab c©, para que comando rand genere un valor real pseudo-aleatorio distribu´ıdo
uniforme en el intervalo real de extremos 0 y 1. As´ı rand(n) y rand(F,K) generara´n n
valores y una matriz F ×K de valores todos ellos aleatorios, respectivamente, distribuidos
uniforme en el intervalo de extremos 0 y 1. As´ı, si en una etapa a(i, j) = 2 (a´rbol
susceptible), se genera un valor aleatorio, u, y si u < m, se supone que el a´rbol se infecta
y por tanto en la siguiente etapa a(i, j) = 3;en otro caso a(i, j) = 2. De forma ana´loga
si a(i, j) = 3 (infectado), se genera un valor aleatorio u, y si u < c, suponemos que el
a´rbol se vuelve resistente, a(i, j) = 1 y en otro caso a(i, j) = 3. Para mayor comodidad, se
puede generar una matriz F ×K de valores aleatorios, aleat, y hacer uso de los valores
aleatorios que ocupen un lugar de un individuo sano o infectado, aleat(i,j). Contando
los elementos con valor 1, 2 y 3 en la nueva matriz a, se actualiza etapa a etapa el nu´mero
total de sanos, infectados y resistentes.
9 Soluciones
Procedemos a comparan los resultados obtenidos al simular los modelos planteados, para una
poblacio´n total de N = 400 individuos, con 50 infectados, 350 susceptibles y ninguno resistente
inicialmente, siendo m = 0.01 y c = 0.02. Las necesidades matema´ticas de la resolucio´n del
modelo continuo son, por la naturaleza del sistema, so´lo conocimientos sobre las ecuaciones
diferenciales de variables separables, aunque tambie´n puede utilizarse Matlab c© (comando
dsolve) lo que permite la representacio´n gra´fica de las soluciones
S(t) = 350e−t/100, I(t) = 350e−t/100 − 300e−t/50, R(t) = −700e−t/100 + 300e−t/50 + 400. (12)
La solucio´n de la Ecuacio´n 12 permite estudiar el comportamiento a largo plazo, observa´ndose
en la Figura 3a) que el nu´mero de susceptibles y de infectados tiende a desaparecer, mientras
que toda la poblacio´n pasar´ıa a ser resistente. En la misma Figura 3b) se aprecia la evolucio´n
de los grupos en el caso determinista discreto durante las 90 etapas.
Figura 3 – a) Estabilidad en el caso continuo b) Evolucio´n en 90 etapas del determinista discreto.
Aunque las ima´genes gra´ficas en el caso discreto ofrecen informacio´n bastante clara sobre la
evolucio´n de la plaga a largo plazo, podemos establecer la tendencia del sistema estudiando los
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valores propios y vectores propios de la matriz T , (Boigues, Estruch, Roig & Vidal, 2011), com-
probando que el sistema es asinto´ticamente estable y convergente a una situacio´n estacionaria
en la que toda la poblacio´n es resistente. En la Figura 4 se ve que la evolucio´n de los infectados,
en ambos modelos, es similar.
Figura 4 – Evolucio´n de los infectados en los modelos continuo y discreto.
Para el modelo IBM, presentamos la solucio´n obtenida al ejecutar un M-File de Matlab c©
implementado exprofeso. En la Figura 5 se observan varias de las gra´ficas que resultan al
ejecutar dicho script: la evolucio´n de los tres grupos respecto al tiempo, la distribucio´n inicial
(fija) y la distribucio´n final utilizando un mapa de color.
Figura 5 – Resultados gra´ficos del M-File Matlab c© para el modelo IBM.
El nu´mero final de individuos por grupo al final de las 90 primeras etapas aparece en la siguiente
tabla:
Susceptibles Infectados Resistentes
Modelo determinista continuo 142.30 92.71 164.99
Modelo determinista discreto 141.66 92.96 163.51
Modelo IBM (65 repeticiones) 136 94.82 169.11
Estimacio´n del nu´mero de individuos al final de las 90 etapas.
10 Propuesta metodolo´gica
En el curso 2014-15 se ha ensayado el recorrido de aprendizaje en clases de laboratorio in-
forma´tico, con alumnos conocedores del manejo del programa Matlab c©. El profesor presento´
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los modelos y el alumno experimento´ con ellos, proponie´ndose al final, como ejercicio, la in-
corporacio´n de estado de muerte en el modelo. No obstante creemos que esta metodolog´ıa es
susceptible de ser mejorada. El objetivo en un futuro inmediato (curso 2015-16) es plantear esta
actividad como un PBL [2-3], mostrando el problema antes de dar informacio´n sobre la forma
de resolverlo, de forma que los estudiantes descubran la necesidad de aprender nuevos conceptos
para la resolucio´n del problema, trabajando adema´s de forma colaborativa en pequen˜os grupos,
haciendo uso de la metodolog´ıa del puzzle de Aronson [4-5]. Presentamos una serie de l´ıneas
ba´sicas. Puede disen˜arse un recorrido de aprendizaje para cualquier asignatura en la que se
trate el ca´lculo matricial desde la perspectiva de sus aplicaciones, afrontando primero el modelo
determinista discreto, y continuando con la modelizacio´n IBM. Tambie´n puede plantearse un
recorrido despue´s del estudio del ca´lculo de primitivas, puesto que con conocer y saber resolver
ecuaciones diferenciales de variables separables el problema en tiempo continuo es abordable.
En este caso se tratar´ıa primero el modelo determinista continuo, se pasar´ıa al modelo discreto,
bien con la formulacio´n directa del sistema dina´mico o a partir de la aplicacio´n del me´todo de
Euler, y por u´ltimo el modelo IBM. En cualquier caso el estudio del modelo IBM es fa´cilmente
comprensible por el alumnado que puede experimentar con los Me´todos de Montecarlo.
Todo PBL se construye a partir de una pregunta motriz que haga que dicho proyecto sea
motivador, desafiante y que se revele como conectado con la realidad. Ante los recientes acon-
tecimientos relacionados con la epidemia de E´bola, una posible pregunta motriz ser´ıa: ¿Se
tienen los recursos necesarios para hacer frente a una epidemia?. El material que se le pro-
porcionara´ al alumnado se correspondera´ con los tres modelos expuestos y debera´n afrontar
el caso de an˜adir a las hipo´tesis planteadas, la posible mortalidad de los infectados. Adema´s
de estudiar la evolucio´n de los 4 grupos de individuos (ahora se tiene el grupo de muertos),
puede pedirse el periodo de ma´xima infeccio´n, el nu´mero ma´ximo de infectados, si en algu´n
instante se igualan los susceptibles con los resistentes, etc. En cursos ma´s avanzados se puede
trabajar con un modelo ma´s complejo, abarcando tambie´n modelos no lineales. Exponemos a
continuacio´n un plan de trabajo:
Primera sesio´n; presencial y en aula (1h) : Test sobre modelizacio´n y explicacio´n del tipo
de modelos. Presentacio´n del PBL, creacio´n de grupos de expertos y reparto de material
informativo. En el caso de considerar los tres modelos, se pueden formar grupos de 3
expertos, siguiendo la metodolog´ıa del puzle de Aronson, donde cada uno de ellos debe,
a partir del planteamiento del problema de epidemias, preparar uno de los modelos. El
resto del tiempo cada alumno o experto debe estudiar dicho material.
Sesio´n no presencial : Terminar de estudiar el material, realizar un mapa conceptual o es-
quema (primer entregable a trave´s de Tareas de la plataforma Poliformat de la UPV,
individual) y realizacio´n de un examen test de PoliformaT relacionado con el material
estudiado.
Control de trabajos 1 (profesor) : revisio´n del primer entregable y del test de PoliformaT.
Segunda sesio´n; presencial y en aula informa´tica (2h) : Habiendo analizado las respues-
tas del test de cada alumno y el entregable, el profesor puede destinar los primeros 20
minutos para comentar los fallos y sen˜alar las respuestas correctas. Seguidamente se pasa
a la reunio´n de expertos para la posible resolucio´n de dudas y realizacio´n de un mapa
conceptual o resumen que constituira´ el segundo entregable individual. A continuacio´n se
volvera´ a los grupos nodriza donde cada experto debe explicar a los compan˜eros su modelo
y, a partir del nuevo material que el profesor ha preparado con un ejemplo concreto, pasar
a la resolucio´n del problema. El ejemplo para el tercer experto consiste en la aplicacio´n
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del IBM, como un juego, a una poblacio´n 3 × 3 a partir de una plantilla, utilizando una
tabla de valores aleatorios o bien un programa como Matlab c© para generarlos. Deben
jugar 5 partidas (5 etapas) y presentar como resultado la distribucio´n final. Los resultados
constituira´n un tercer entregable, en este caso de grupo. Si al final de estas actividades lo
requieren los alumnos o el profesor lo considera necesario, e´ste realizara´ una breve expli-
cacio´n del global. Es conveniente que los miembros de cada grupo se califiquen entre s´ı y
se tenga en cuenta la nota media obtenida en la evaluacio´n final de esta actividad.
Control de trabajos 2 (profesor) : revisio´n del segundo y tercer entregables.
Tercera sesio´n, presencial y en aula informa´tica (2h) : reparto de las correcciones y
resolucio´n de posibles dudas. Planteamiento del problema modificado (con muertes), dis-
cusio´n y resolucio´n por grupos nodriza. El profesor observa y registra la actitud y actuacio´n
del alumnado para evaluar competencias.
Sesio´n no presencial : establecer un primer borrador con el planteamiento del problema
segu´n cada modelo y posibles resultados que constituye el cuarto entregable, por grupos.
Control de trabajos 3 (profesor) : revisio´n del cuarto entregable a trave´s de una tutor´ıa
personal del grupo y posibles correcciones.
Sesio´n no presencial : realizar un po´ster con el problema resuelto (plantilla esta´ndar).
Control de trabajos 4 (profesor) : revisio´n de un primer borrador del po´ster y correc-
ciones. Se puede an˜adir una cuarta sesio´n, presencial, en el aula, hall de la escuela o lugar
adecuado para la realizacio´n de una exposicio´n pu´blica de los posters con la explicacio´n
del trabajo realizado por cada uno de los grupos.
11 Conclusiones
Durante el curso 2014-2015 alumnos del GCCAA y del GIQ han estudiado el problema a trave´s
del modelo determinista discreto, utilizando la resolucio´n matricial-algebraica y el modelo IBM.
Los alumnos de primer y segundo curso del GISTSI han estudiado el modelo determinista
continuo, el determinista discreto y el modelo IBM, utilizando Matlab c©. En particular, los
alumnos de segundo curso esta´n matriculados en una asignatura optativa en la que se estudian
los me´todos de resolucio´n nume´rica de ecuaciones diferenciales y el modelo de sistemas de
ecuaciones en diferencias surge al discretizar el sistema de ecuaciones diferenciales mediante el
me´todo de Euler. Por lo tanto, la propuesta de recorrido que presentamos se puede adaptar al
temario de la asignatura. Despue´s del estudio de los distintos modelos y de la resolucio´n del
problema, una encuesta realizada indica que un 68% de los alumnos del GISTSI han valorado
como interesante o muy interesante este tipo de experiencia de aprendizaje mostrando en algu´n
caso su motivacio´n por profundizar en los modelos para afrontar el problema en otros contextos.
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